Thermodynamique QEI — Phénoménes de Transfert 2017 — 2018

Devoir surveillé — Diffusion Thermique — Corrigé

PREMIERE PARTIE : CONDUCTION THERMIQUE

Flux et transfert thermiques .
1. Le flux thermique élémentaire d¢,, au travers un élément de surface dS est :

Ay = Jur - dS (1)

La dimension du flux thermique élémentaire est [dey,] = J - s~ = W.
2. Le flux thermique ¢,, a travers une surface S est :

%zﬂﬁwﬁ 2)

La dimension du flux thermique est [¢y] = J - st = W.
3. La dimension du vecteur densité de courant thermique j,, est :

-— o172 — _ _

] = [@alldS] "= J-s7h-mT2 =W - m™? (3)
4. La quantité de chaleur JQ ::_>52Q traversant un élément de surface dS entre
linstant ¢ et ¢t + dt est 6Q = j,, - dSdt. On a :

6Q = ju - NdSdt = doy, - dt (4)

5. La quantité de chaleur Q) regue par le systéme ¥ délimité par la surface S, entre
les instants t et t 4 dt, s’obtient en intégrant sur toute la surface la quantité de chaleur
regue 6Q := 62Q,... au travers une surface élémentaire entre les instants ¢ et ¢ + dt.

5@2#8662:—#5ﬂ~d§dt (5)

On peut exprimer le flux thermique ¢, = // doy, & travers la surface S selon :
S

_ 9@ _ e

S0 =g T s dt

Bilan thermique —
6. La capacité thermique (& volume constant) d’un systéme thermodynamique est

définie par :
ou
cv=(5z). (©

La capacité thermique massique a volume constant ¢, d’'un systéme de volume V et

de massem:fffvdm est :
CV_l(OU) :& )
%
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Les unités sont [Cy] = J- K et [cy] = J- K~'-kg™'. De plus, la capacité thermique
0oH

— | , avec H = U 4+ PV la fonction

or )

d’état enthalpie. La capacité thermique massique a pression constante est donnée par

1 (0H Cr L
CP_m(&T) - .Onalcp|=J-K - kg™

Pour une phase condensée, ¢y et cp sont identiques et on parle simplement de la
capacité massique ¢,, = cy = cp.

7. Démonstration locale —

On effectue un bilan d’énergie local sur un volume élémentaire dr, tel que dm = pdr
ou p = p(M,t) est la masse volumique.

a pression constante est définie par Cp = <

Proposition — La Loi de conservation de 1’énergie interne s’écrit :

T
+V ]th =0 (8>

PCm—7, It

ou T =T(M,t) est la température locale.

Preuve — On considére les coordonnées cartésiennes, 1’élément de volume s’écrit
dr = dxdydz. Le volumg élémentaire dr est délimité par 6 surfaces élémentaires.
On définit les surfaces dS|, = —dydze, et as lerae = dydze,, paralléles au plan
(€y, €, ), les surfaces d§|y = —dxdze, et d§|y+dy = dxdze, , paralléles au plan (e, ,e,)
et finalement les surfaces dS ., = —dydze, et d§z+dz = dydze,, paralléles au plan
(€x,€,). Soit la surface dS = dS, UdS, UdS, U dS;tdz UdSyiay U dSsas.

La quantité de chaleur qui entre dans le volume élémentaire dr entre le temps t et
t + dt est noté Q|4 = 0°Q|4r- On a :

JQ‘dT = Zanaces

faces

soit :
6Q|d7' = 6@:17 + JQz-i-dac + 5Qy + 6Qy+dy + 5Qz + 6Qz+dz

ot 60, 6Q .14, 5Qy, JQy+dy, 5@2 et 5@Z+dz sont les quantltes de chaleur qui entrent
par les surfaces s o as etdas as s as y+dys dS et dS 24dz, Tespectivement. Ainsi

6Qx+dz = d¢m+dx dt = — <.]‘t:<x + dI7 Y, z, t) ' d§x+dm> dt

ol l’on note d¢, et dngdz les flux thermiques élémentaires a travers les surfaces dS
et dSHdz On a Ja, (w Y, z,t) = ju(z,y, 2, t)er + jy(z,y, 2, t)e, + j.(z,y,2,t)e,. On a
aussi

5Q, = do, dt = — (ﬂ(x,y,z,t) -d§y> dt
0Qyray = doyiay dt = — <j;:<$>y +dy, z,t) - d§y+dy> dt



et finalement :

60, = do, dt — — (Ji:(x,y,z,t) - d§z> dt
80ia = doygs dt — — (j:(a; Y,z +dz, 1) .dﬁmz) dt

On en déduit :

0Q, = dydzj.(x,y,zt)dt
6Qm+dm - _dydzjaf(‘r + dI? Y, z, t>dt

0Q, = dxdzjy(x,y,zt)dt
0Qy+ay = —dxdzjy(x,y+dy,z,t)dt

0Q., = dxdyj.(z,y,z,t)dt
0Q.1q. = —dxdyj.(x,y,z+dz t)dt

ou l'on note j.(x,y,z,t) = ﬂ(x,y,z,t) €y, Ju(r 4+ dryy, 2,t) = ﬂ(m +dx,y, z,t) -
€x. On utilise un développement de Taylor au premier ordre j,(x + dx,y,z,t) =
Ju(m oy, 2, 1) + %dw. On note aussi j,(z,y, 2, t) = i:(x, y,z,t) ey, jy(z,y+dy, z,t) =
3:(:6, y+dy, z,t)-e,. On utilise un développement de Taylor au premier ordre j,(z, y+
dy, z,t) = jy(x,y,2,t) + %dy. Finalement, on note j,(z,y, z,t) = ﬂ(x,y,z,t) e,
Je(x,y, 2+ dz, t) = j::(l’, Y,z +dz,t) - e, et son développement de Taylor au premier
ordre j,(x + dz,y, z,t) = j.(x,y, 2, t) + %dw. A la fin :

6Q|d7' = ddejZ(iﬂ, Y, z, t)dt - dde (]x(xv Yy, z, t) + %("Ev Yy, z, t)dl’) dt
x
+dxdzj,(z,y, 2, t)dt — dedz | j,(x,y, 2,t) + %(w, y,z,t)dy | dt
Y
7.
+dzdyj.(z,y, 2, t)dt — dedy | j.(v,y, 2,t) + a—jz(w, y,z,t)dz | dt

On déduit la quantité de chaleur regue par le volume élémentaire dr :

Ojs i 8]@) o

+ = 22

0Qar = = (8x dy 0z

La quantité de chaleur regue 6Q := 62Q\e.. par 1’élément de volume élémentaire dr =
dxdydz entre les instants t et ¢ + dt est :

5Q = — (? }f) drdt (9)

De lautre coté, on note dU (M, t) et dU(M,t + dt), 'énergie interne élémentaire con-
tenue dans le volume d7 centré autour du point M, aux instants t et t + dt, respective-
ment. La densité d’énergie interne est notée u(M,t), telle que dU = u(M,t)dm. Le
premier Principe s’écrit d(dU) = 6Q +6W. Pour une transformation isochore W = 0.
Ainsi,

d(dU) = 86Q (10)



Le premier membre de 'Equation donne d(dU) = dU(M,t + dt) — dU (M, t), i.e.
d(dU) = uw(M,t + dt)dm — uw(M,t)dm = (u(M,t + dt) — u(M,t)) pdr. Ainsi,

Ou

d(dU) = 5

(M, t)pdrdt (11)

On applique le premier Principe de la Thermodynamique (Equation (T0])) en utilisant

les Equation @ et :

p%(M, tdtdr = — (? e (M, t)) drdt
On obtient un bilan local d’énergie interne.
6u = —
pE(M,t)—l—Vjth(M,t):O (12)

On peut aussi exprimer d(dU) en utilisant la capacité massique. Soit dC := dCy la
capacité thermique élémentaire tel que d(dU) = dC - dT. On a d(dU) = pc,,drdT,
avec dC' = ¢,,dm = ¢,,pdr. Finalement,

d(dU) = pcm%—f(M, t)dtdr (13)

On applique le premier Principe de la Thermodynamique (Equation (T0])) en utilisant

les Equation @ et :

or - —
pcmE(M7 t)dtdr = — (V - g (M, t)) drdt
T - —
soit pcm%—t(M, )+ V - Ju (M, t)=0. O

8. Démonstration intégrale —
On effectue un bilan thermique sur le systéme thermodynamique Y constitué par un
volume V), délimité par une surface fermé S.

Proposition — La Loi de conservation de I’énergie interne sous forme intégrale est :

8u = —
///])(pE‘FV',]th)dT—O

ou u = u(M,t) est 'énergie interne massique au point M, p est la masse volumique
et j.. est le vecteur densité de flux thermique. On obtient aussi la Loi de conservation

sous la forme o7
eV Ju ) dT =0
///v(pc BT +V jh) T

Preuve — Le premier Principe de la Thermodynamique s’écrit :
dU =6Q + oW (14)
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ou dU est la variation d’énergie interne du systéme, 0Q) et 0W sont les énergies regues
par le systéme Y sous forme de chaleur et de travail, repsectivement. Dans le cadre
des transformations isochores on a :

dU = 6Q (15)

ou dU est la variation d’énergie interne du systéme ¥ et 0Q) est la quantité de chaleur
regue par le systéme X & travers la surface S entre les instants ¢ et ¢t + dt.
L’énergie interne U(t) contenue dans le volume V a l'instant ¢ est :

:///Vu(M,t)dm://vu(M,t)pdT

L’énergie interne U (t + dt) contenue dans le volume V a linstant ¢ + dt est :

U(t+dt) = /// (M, t+ dt)dm = // (M, t+ dt)pdr

On peut calculer la variation de I’énergie interne dU = U(t 4 dt) — U(t) :

// u(M,t+ dt) —u(M,t)) pdT—///atMtpdet (16)

En utilisant 'Equation (B]) et le théoréme de Green-Ostrogradski, on exprime la quan-
tité de chaleur regue par le systéme > entre les instants ¢ et ¢t + dt. :

5@:—#ﬂ-d§dt:—// V - jadtdr (17)
S v

En utilisant les Equations et (17) on obtient :

///( (M8)+V - Jth(Mt))dr:o

On retrouve 'Equation (12)).

On peut exprimer la Loi de conservation en utilisant la notion de capacité ther-
mique. La différentielle de la fonction d’état énergie interne est dU = CydT, ou
alors du = ¢, dT, avec ¢, la capacité thermique massique (ou chaleur spécifique).

L’'Equation (16)) devient :
T
dU:///pcma—(M,t)dth (18)
v ot

En utilisant les Equations et on obtient la Loi de conservation :

//[}(Pcv%—f(M,t)+€.ﬂ(M’t)) dr— 0



Equation de la diffusion thermique —
9. La Loi de Fourier est . .
Jon = —AVT (19)

La dimension du coefficient de conductivité thermique \. est [\] = J-s7'-m™'- K~}
ou [\ =W -m™'- K~'. En effet, comme [VT] =K -m™!

_ [ﬂ] _J'S_l'm_2_ -1 -1
[/\]_[§)T]_ = =W -m - K (20)

10. A partir des Questions 7. et 9., démontrer ’'Equation de Diffusion en utilisant A,
p et cy

oT - — = =
pev S (M,t) = =V o (M,1) = =V - (-AVT(M. 1)) = AAT(M, ).
Finalement,
oT A
— (M, t) = —AT(M 21
o7 (M. 1) . (M, t) (21)

11. On introduit le coefficient de diffusion, ou diffusivité, D,, = A/pcy. Ainsi,
I’équation de diffusion s’écrit

oT
= (M, t) = DaAT (M. 1) (22)

Le coefficient de diffusion a pour unité [D,] = m*- 5. En effet,

[Dy] = A =m?- 5! (23)

avec [N\ =J-st-m - K1 [pl=kg-mPetcy]=J K1 -kg'.

SECONDE PARTIE : RESISTANCES THERMIQUES, SYMETRIE CYNLINDRIQUE
ET SPHERIQUE

Géométrie cylindrique en régime stationnaire —
1. On considére I’Equation de diffusion thermique. On a :

oT
S (M. 1) = DyAT(M, 1) (24)

avec Dy, = A\/(pcy). Dans le cadre d’une symétrie cylindrique, la température dépend
seulement des coordonnées 7 et t. On a T = T'(r,t).

oT
ot
De plus, en régime stationnaire, la température est indépendante du temps, i.e. T =
T(r). L’équation de diffusion s’écrit AT(r) = 0. Pour une symétire cylindrique, le

(r,t) = Db AT (r,t) (25)
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10 ( 8T> 1 0°T 0°T
r

Laplacien scalaire en coordonnées cylindriques AT = . T’W + 20 + FR
se réduit a L d T
AT(r)y=—-——(r—
(r) rdr (T dr (T))

Ainsi, I'équation de diffusion AT'(r) = 0 s’écrit

1d ([ dlr
;$<ﬁﬁm>—0

Aprés intégration, on obtient

T(r)=Aln(r) + B (26)
avec A, B deux constantes. De plus, on sait que pour i = 1,2 a r = r; on a la
température 7' = T;. Ainsi T; = Alnr; + B. Donc Ty — Aln(ry) = Ty — Aln(rs), soit

T, — T
A=2 "1 (27)

In (’"—2>
T1

Pour i =1,2 on a B =T, — Aln (r;). En utilisant 'Equation ([27), on obtient

T, — Ty

B=T,— In (T’l) (28>

Finalement, en utilisant et , on trouve la solution de I’équation de diffusion

(26)) sous la forme :
T, —T
T =T+ |2~ |In (1) (29)
In (r—2> Ti
1
2. On calcul le flux thermique ¢4 = [[ ju-dS. La Loi de Fourier j, = —AV T permet
d’exprimer le vecteur densité de flux thermique en fontion du gradient de température.
L’opérateur gradient en coordonnées cylindriques est donné par :
— 0 10 0
Vgt e
r or +€9r(‘99 e 0z

done or 19T _.oT
VTZOSTE‘F(?@;%‘FQZE (30)

Lorsque la température ne dépend que de r, i.e. T'= T'(r), 'expression du gradient se
réduit a :

dT
dr

La Loi de Fourier s’écrit jy, (r) = —A(r)&,, avec ju(r) = —AdT /dr(r). On obtient :

T

b = //S <—)\Cfi—z(r)e7> .dS (32)

7

VT(r) = —(r)e (31)



On note j:)(’f’) = jw(r)é,. Si on découpe la surface du cylindre S = §; U S, U Sy, ol
S et S5 sont les sections terminales du cylindre et Sj,; est la surface latérale.

¢th=// ]Th(r)-d§1+// ﬂ(r)-d§2+// o (1) - dS 1t
S1 Sa Slat
On obtient :

w = [l (F0) s [ (o).
- //SIat (é—f(ﬂ) e, - d§lat

On a les surfaces élémentaies dS, = rdrdfe; as o = —rdrdbfe; et s it = rdfdze, .
Les deux premiéres intégrales sont identiquement nulles. Il reste l'intégrale sur la

surface latérale T
P = —A //S ) (W(T)) rdfdz

o (S [0 [ o (i)

Finalement, on obtient :

soit :

dT
O = —/\27rrh%(r)
) ) . dT d T —T) r 1 [T, -1T
¢ I'E 29) —(r)=— [ T; In( — = -
On dérive I'Equation o (r) il EEs - <T_2) n (n) o (T_2>
T1 1
Ainsi \h(Ts _ T
g = — 22Tz —T1) (33)
In <"—2)
T1
3. La résistance thermique de conduction est :
Tl — TQ 1 9
Rcond — — 1 _Z 34
. G A2mh o (7“1) (34)

TROISIEME PARTIE : RESISTANCES THERMIQUES, FLUX CONDUCTO-CONVECTIF

Résistance et Conductance — En régime permanent on introduit la résistance thermique
Ry, entre deux surfaces isothermes 77 et T5.
T2 - Tl ¢th
1. RCOnV — et GCOnV —
" th " -1
2. [RE™] =K -Wlet [GE™] =W K™




Loi de Newton —
3. La Loi de Newton s’écrit :

¢conv = hCS(To - Too> (35)

Ol Geony €st le flux thermique par convection, S est la surface de l'interface et h. est
le coefficient de convection [h] =W -m=2- K1
4. On a ¢cony = JeonvS- La densité de flux de chaleur par convection est :

jconv = hc(To - Too) (36)

5. La résistance thermique de convection R™ est donnée par :

conv 1

th  — S (37)
La conductance thermique de convection G§" est donnée par :

conv h S (38)
On a [Rgﬁnv] = K. -W-1 et [GO™] = TV - K- En effet [Reenv] = m ot [Geon] =
[Re™] ™! = [h][S], aVGC[ J=W-m=2 Ket[S] =m?.

Mur composite et flux conducto-convectif —
6. On exprime les résistances thermiques R, R et RMD pour chacune des zones
I, IT et III, respectivement. On a deux résistances thermiques de convection :

1 R _ 1

M _ _— -
R heS’ hiS

et une résistance thermique de diffusion :

n_ kz RO — Z -
=1

ou pour chaque couche R,(CH) = ex/\iS.
7. La résistance thermique totale Ry, de I’ensemble constitué par les zones I-111I est :

R™ = ZRHk ZMS (39)

Et donc, Ry, = R® + RID + R nous donne

1 n
B =7 hS ZAks 3<_ hi Z ) (40)

On en déduit la conductance thermique Gy, = 1/ Ry, pour 'ensemble constitué par les

zones I-T1T :
1 n
G =S (- ey ) m




8. En régime permanent, le flux thermique se conserve ¢y, = ¢ = ¢§H) = ... =

,(:I) == ngELH) = ¢ Pour la zone I, on a un flux de convection donné par :

oW = nS(T, - T1) (42)
Pour la zone III, on a un flux de convection donné par

MY = 1S (L1 — Ti) (43)

Dans la zone IT = |J,_, II;, pour chaque couche {Cy}i<k<, on a la relation ¢’(€11) =

(Te — Try1)/ R,(CH) ou R,(:I) = e/ S est la résistance thermique de conduction de la
couche k. On obtient :

-1
ID _ (T}, — Tha) [ 14

(bk ( k k+1> ()\kS) ( )

OnaTly—T,1 = Z (Tx — Tk+1). Ainsi,
k=1
n er

T, = — 45

=T o () (1)
ol Gy = ¢5H) =...= gbgl) =...= gbgl). On exprime le flux thermique ¢y, en fonction

des données du mur composite

Pth = Tt (Z )\k8> (46)

On observe que T, — T; = (T, — T1) + (Th — Tyy1) + (T — T5)

o

b = (T, - T)(hls s Zkks) (a7)

9. La densité de flux jth = jun ou 1 est un vecteur unitaire normal & la surface S.

On a ¢y = JuS, donc

1
T o T — (I)_ III
€ 7 ¢ h,BS + ¢ h S

Finalement,

-1
, 1 1 "L e

= (T, —-T) | —+— §— 4
o ( ’ Z) (he ! hi +k:1 Ak) ( 8)
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